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�1���¡����¢�¶\¯Q��¶�¢±ª^¤\¯5�º��´i�0¨��5¨�����§³¨�»¡»1¼Çª�¢��Î���\���1¨+§¦¨.Æ)§¦©�¬¶\¢���Þ0¹M�1�������5�¸�� *�iª^�~ª������¡�\§¦¯Q�.������¢�¶\¤³�5�1ª^´�´\¤³·.§¦�£¯�ª^¤¦¤³�5������Ã���0¢�ÍF§³¨\©;���Q���0¢�·b¹ Å ¶�¨�§¦�$�^ ���ª^�±ª�§³¨I�������1�0¢�ÍF§³¨\©���5���0¢�·;§³�	¯�ª�¤¦¤¦�Q�'ª^¨Iª����0�Á¹ Å ¨ ª����0� ��ª^�$ªA��·b´\�Aª^¨��ª^¨�§³¨\���Q¢�¨�ª^¤\�~�~ª^����½�ª�¨\�$�	ª^·�µi�Î¯Q�0¨�¨��5¯Q���Q�$�����0�����Q¢�ª^�°�0���µF·¾¤¦§¦¨�ÍF��¹��w§¦¨�ÍF��ª^¢��	��§¦��§³¤«ª^¢��°�¾¯���Q��§¦¯�ª^¤*µw�0¨\����½Sµ�¶���������\§����Q¢��Q¨�¯5��§¦�£����ª^�1¤¦§³¨\Íb�¡�	ª^·��iª^¥0���\§³¢��5¯Q��§³�0¨���¹
Å ¤¦�b¯�ª^¤M���±ª^�°���� ��������1�0¢�ÍF§³¨\©����Q���0¢�·�§¦��¯5��ª^¨�©0�Q�$µ\·	ª¢���ª^¯Q��§³�0¨�¢�¶�¤¦��¹�È���b¯�ª^¤¦Ê	����ª^¨��£����ª^�1������¨�¶\��µ\�Q¢£�� ¡ª^�°�0���¢��� q�Q¢�¢��5�¾µ�·Ãª�¢���ª^¯Q��§³�0¨A¢�¶�¤¦��§³���~�	ª^¤³¤®¹��1����¢���ª^¯Q��§¦�0¨Ã¢�¶\¤³�5�ª^¢��£�1¢�§¦���°�5¨�ª^�£´�¢��F��¶�¯5�°§¦�0¨.¢�¶\¤³�5��¹����0�¸�Q¥0�5¢�½º¢���ª^¯Q��§¦�0¨.¢�¶\¤³�5�ª^¢���ª^��ª�¤¦���¸�Q¢¸¤¦�Q¥F�Q¤®½b�0¢1���0¢���´�¢�§¦��§¦�°§¦¥0�b½�����ª^¨$¢�¶\¤³�5�1§¦¨$�QÉ�¬´\�Q¢�����·F�����Q����¹��1��§¦������ª^¨��Î����ª^�����\��µw�Q�iª5¥F§³�0¢£�� ���������·F�²¬���Q� §¦��¨\�º�*��§¦¢��Q¯Q��¤¦·/´�¢��0©º¢ª������5��¶\��§¦¨�©/¢�¶�¤¦�Q�*µ�¶��*§³� �~���0¶�¤¦��5���Q¢�©0�� u¢��0�¿¢��Q´i��ª^���Q�+¢�¶\¤³��ª^´�´�¤¦§¦¯�ª^�°§¦�0¨���¹)�1�\�Q¢�� u�0¢���½�ª/¢���¬ª^¯Q��§¦�0¨¾¢�¶�¤¦��§³�����0¢�����§¦��§³¤«ª^¢v����������¢���ª^¯Q��§¦�0¨$ q�0¢���¶\¤Ôª+�^ £ª�~§³¨\©0¤³�	¢���ª�¯5�°§¦�0¨�§¦¨;¯Q�0��´i�QÉ�¯Q�\�Q��§¦¯�ª^¤¡¢���ª^¯Q��§³�0¨���½�ª^¨��t����§¦����0�\�Q¤�§¦�£�°�\¶��¡¯�ª^¤³¤¦�Q��������¯Q���5��§³¯�ª^¤i¯�ª^����§³¨\©����b�\�Q¤®¹
�1���Àª^µ�����¢±ª^¯Q�$�~·b¨��±ª^É��� �¢���ª�¯5�°§¦�0¨I¢�¶�¤¦�Q�Á§³��ª^�� u�0¤³¤¦�0�1� �

��� ����	�� ��¹���� ��ª^¨���	�� �Aª^¢������5Úb¶\�Q¨�¯5�Q���^ ¡´�ª^���°�5¢�¨���¹�1�\��¢���ª�¯5��§³�0¨�¢�¶�¤¦�	¯�ª�¨�µi��ª^¯Q��§¦¥bª^���Q�A�1���Q¨������5¢��	§³��ª����5��^ �ª^���0��������ª^���	ª^��¯Q���5���°�\����� �o´�ª^���°�5¢�¨���¹ �u Î������¢���ª^¯¬��§¦�0¨v¢�¶�¤¦�¸§¦� ª^¯Q��§¦¥bª^���Q�S½5�����¡�	ª���¯Q�\�Q�/ª^���º���*¥0ª^¨�§¦����ª^¨���¨��Q�ª^���0���)����ª^���	ª���¯Q���°�\��	�� ��´�ª^���°�5¢�¨���ª�´\´i��ª^¢�¹��F��ª^¨+ª����0��	ª�·+µ������b��§Ä×��5�S½Zµi�0¨����5�¾���	ª^¨��0�����Q¢�ª^���º�¾½\¢��Q���0¥0�5�S½b�0¢¯5¢���ª^���Q�.µ\·	ª/¢~��ª^¯Q��§³�0¨$¢�¶�¤¦��¹
�w�0¯�ª�¤M�0¢����Q¢£���5©0¢��Q�Q�����SÏ���� ��ª^¢����Q¥Fª�¤¦¶�ª^��§¦�º¨� u¶�¨\¯Q��§³�0¨���½�0¢*¤³��¯�ª^¤\�0µ��±�Q¯Q��§¦¥b�� u¶�¨�¯5�°§¦�0¨���½b�1�\�º�~��¥0ª^¤³¶\�Q�¸ª^¢��£����×�¨��5�� q�0¢ª$��·b´\���0¢����0¢����°·F´��Q���^ vª^���0����½*¶\��§¦¨�©Ã�0¨�¤¦·�¤³�F¯�ª^¤¡§³¨Z q�0¢²¬�	ª^��§¦�º¨)¹��)Ï����¸ª^¢��¡ u¶�¨�¯5�°§¦�0¨����1§¦���+�0¨����0¢����V��ª�¢�©0¶��+�Q¨F�°��¹�1�\��ª^¢�©º¶\���Q¨�����ª^¢��vª^���0����¹ Å ¨��SÏ��'�	ª5·�µi��¢��Q©bª^¢����5��ª^�ª$¨��5©�ª^���Q�t�Q¨��5¢�©0·b¹ÀÆi�0¢/�5ÉZª^��´\¤³��½V§³��§¦��ª^¨�ª^¤¦�0©º�0¶\�����Ã�����

vertex v1

vertex v3

vertex v5

vertex v4

vertex v2

c1

c3

c3

c2
c4

Æ)§¦©0¶�¢�� � � Å $̈�QÉZª̂ ��́\¤³�Î�̂  �ª�©0¢±ª̂ �́�$̄Q�0¤¦�º¢�§¦̈\©�́�¢��0µ�¤¦�Q�

µw�0̈���§¦̈�©��5̈��Q¢�©0·.§¦̈$̄Q�\�Q��§¦̄�ª̂ ¤m¢���ª̂ Q̄��§³�0̈$��·F�����Q����¹
Å ¢���ª̂ Q̄��§¦�0̈ �±ª�ÍF�Q��́�¤«ª̂ Q̄���1���5̈��°�\�� q�0¤¦¤³�0�1§¦̈�©À���V��Q̄�0̈F¬��§¦��§³�0̈���ª̂ ¢��	�ª̂ �°§¦�²×i�Q�S¹	Æ)§¦¢�����¤¦·Z½w�°�\�Q¢����QÉb§¦������ª̂ ;̈ª̂ ���0�Ç����ª̂ ��	ª̂ �°̄5���Q�£��ª̂ 5̄��́iª̂ �°���Q¢�̈�§³̈���������� �w¹ �Z�Q̄Q�0̈��\¤³·�½Z��������¶��7�̂  �������SÏ������̂  �ª̂ ¤³¤V�°�\��ª̂ �°�0��������ª̂ �/ª̂ ¢��	§¦̈�¥0�0¤¦¥0�Q��§³̈����\�	¢��¬ª̂ Q̄��§³�0̈S½w§k¹ ��¹¦½��°�\��ª̂ �°�0���Î�°�iª���ª�́\́i��ª̂ ¢��º̈��Q§¦�°�\�Q¢���§¦�����̂  ������¢���ª̂ Q̄��§¦�º̈�¢�¶�¤¦��½¡���F�Q��̈\�º�	���Q̄5¢���ª̂ ���Aª̂ ��ª�¢��Q��¶\¤³�	�̂  �������¢���¬ª̂ Q̄��§³�0̈S¹�	¡��ª̂ Q̄��§¦�º̈\�£¢��Q́i��ª̂ ���Q��¤¦·.��̄Q̄Q¶\¢1�1��§¦¤¦���°�\��ª̂ µi�º¥��������Q̄�0̈��\§³��§¦�º̈\� ª̂ ¢����ª���§¦�²×��5�/µ�·vª¡̄5�º��µ\§³̈iª̂ �°§¦�0̈��̂  mª�̈\·�¢�¶�¤¦�Q�*ª�̈\�ª̂ �°�0����¹.�1���	�~·b�����5�4�5̈����Q¢��vª$���±ª̂ ��§³�0̈�ª̂ ¢�·A���±ª�����½S�0¢������º́\��½�1���Q̈���¶�̄5��ª+̄Q�0��µ�§¦̈�ª̂ ��§¦�0̈.§¦���QÉF��ª̂ ¶��~�°�5�S¹ �k *��������·b�~�°�5�Ë§¦����Î���0¤¦¥b�̧ ª1́\¢��ºµ\¤³�5�Á½º����§¦�)�~�~ª̂ ���¡��¶����)µi�������¡���0¤³¶\��§³�0̈S¹����º�̧ ¬�Q¥F�Q¢�½�¢���ª̂ Q̄��§³�0̈\���	ª̂ ·.��̄Q̄Q¶�¢vª̂ ©bª̂ §¦̈¾§Ä ��������1�0¢�Íb§¦̈�©+���Q���0¢�·§³�Á���b�\§�×i�Q� µi�Q̄�ª̂ ¶������̂  �̄Q��ª̂ �̈©0�5�+§¦̈I������́\¢��ºµ\¤³�5� �0¢��°�\��Q̈�¥F§¦¢��0̈����Q̈F��¹ Å »1»1¼�¬®µ�ª̂ ���5�$��·b�~�°�5�Ë§¦��ª+��·F̈�ª̂ ��§¦�̄ª̂ ¤���·F�²¬���Q�Ë¢±ª̂ �����5¢1����ª̂ �̈�~¶��~��ª�́�¢��0µ�¤¦�Q�¿�~�º¤¦¥F§³̈\©���·F�����Q�Á¹V�¡�F¶\��½Zª»1»1¼�¬®µiª��~�Q�$��·F�����Q�¿̄�ª�̈$�~�º¤¦¥F�£��·F̈�ª̂ ��§¦̄�ª̂ ¤�́�¢��0µ�¤¦�Q���¡�1§¦�°�Z¬�0¶���ª̂ ���\§³��§¦�0̈�ª̂ ¤�¢�¶\¤³�Q�£�0¢£��ª̂ �±ªZ¹
�1·b́�§¦̄�ª̂ ¤¦¤¦·0½������5¢��Aª̂ ¢������V�À�0¢����0¢��Á̄Q�0��µ�§¦̈�ª̂ ��§¦�º̈\�	�°�iª̂ ��±ª̂ ��§³�° q·.������������̄Q�0̈���§¦��§³�0̈\��ª̂ �£�°�\���±ª̂ �����°§¦����¹V�1���Q¢����	ª̂ ·µw�£�à�̧ �Î�0¢����0¢��£̄Q�0¤³¤¦�Q̄5�°§¦�0̈����̂  )ª̂ ���0��������ª̂ �V�ª���§¦�² u·���������� ��̂  �ª�¢���ª̂ Q̄��§¦�0̈$¢�¶�¤¦��½Z�0¢£�	ª�·+µi���������0¢£���º¢���¢���ª�̄5�°§¦�0̈$¢�¶�¤¦�Q�Q̄�0̈��±ª̂ §³̈\§³̈\©Áª̂ ���º�����°�iª����	ª̂ ��̄Q�A�°�\�	́�ª̂ ���°�5¢�̈���§¦̈���������� �w¹

�à̈Iµ��0��� �̄ª̂ �~�Q��½¡�����Ã�º¢��\�Q¢��̂  ������Ã¢���ª̂ Q̄��§³�0̈\�$ª̂ ¢���������̄��ª̂ �²¬��§³̄�½�ª̂ �̈�.�1�\�Q�����Q¢¡�°�\�Q·+�b̄Q̄5¶�¢̧ §¦̈.́iª�¢ª�¤¦¤¦�Q¤m�0¢̧ ���QÚF¶��5̈���§Ôª̂ ¤¦¤¦·�§¦�ª̂ ¢�µ�§¦�°¢±ª̂ ¢�·�¹*�1�\�/»1»1¼�¬®µ�ª̂ ���5�$��·b�~�°�5���£�°�iª̂ �1�1����ª�¥0���\�Q¥b�5¤�¬�0́w�Q�+¶\���£¢±ª̂ �̈���0�¿̈\¶���µi�Q¢��V q�0¢����Q¤¦�Q̄Q��§¦̈�©�¢�¶\¤³�Q�¡ª�̈\�.ª̂ �°�0����¹�1���Á�±ª̂ �������Q�+�̂  Î¢�¶�¤¦�Q��ª̂ �̈���SÏ����	̄�ª̂ ;̈µi�Á¶��~�Q�;µi�0����§³̈���QÚF¶��5̈���§Ôª̂ ¤�ª̂ �̈�$́�ª̂ ¢±ª̂ ¤¦¤³�5¤�́�¢��F̄Q�Q���~§³̈\©�¹
 + ÒVJ�D��Z��C*G²J̧ ��!1C)�ZG°D#"5C �i�ZG°ÒVJ%$ DFG²J'& +7+ 2


/ª̂ �̈ª̂ �iª�Ü 
�ª̂ �̈Ý��bª�ßF�\�Q��̄Q¢�§¦µi�Q��ª1���Q�����b���� ḿ\¢��ºµ\¤³�5� ���0¤¦¥b§¦�̈©¶���§¦̈�©.»1»1¼�½\ª̂ \̈��¶\���Q�¡�����)(ÇÚF¶��Q�5̈��£́�¢��0µ�¤¦�Q�Á½��1��§¦Q̄�+§¦��ª»���Ó�½\ª̂ ��ª̂ ¾̈�QÉ�ª̂ ��́�¤¦��¹��1�\���±ª̂ �������5�°�\�Z��̄�ª̂ ¾̈µw��ª̂ \́�́¤¦§³�5������º�����5¢̧ »���Ó*��¹ Å »1»1¼�¬®µ�ª̂ ���Q�	��·F�����Q� �°�/���0¤¦¥b�£ªv̄Q�0¤³�0¢�§¦�̈©�́¢��0µ�¤¦�Q�8§¦�1�\�Q��̄5¢�§³µi�Q�$µi�Q¤¦�0�/¹
�1���	́�¢��0µ�¤¦�Q�Ì§³���\�0� ���¾̄Q�0¤³�0¢�������¥b�5¢��°§¦̄Q�5�v�̂  �ª�©0¢±ª̂ �́�¶���§¦̈�©Xª���́��Q̄Q§Ä×��Q��̈\¶���µ��Q¢��̂  �̄Q�0¤³�0¢���½1 q�0¢��QÉ�ª̂ ��́�¤¦��½� u�º¶\¢�¹

*�ª�̄5��́iª̂ §³¢��̂  m̈��Q§¦©0��µ\�º¢�§¦̈�©/¥F�Q¢���§³̄5�Q�)��¶\��� µi�£©0§³¥F�Q̈/�\§����Q¢��Q̈\�Q̄�0¤¦�º¢���¹ Å �	ª̂ Ã̄́5�º¤¦�0¢�§¦̈�©Á́\¢��0µ�¤¦�Q� �̄ª̂ Äµ��	̄5�0̈�¥0�Q¢����Q���°�Ãª©0¢±ª�́\�/̄Q�0¤¦�0¢�§³̈\©�́�¢��0µ�¤¦�Q�Á½�§Ä iª̂ ¢���ª̂ �)�̂  ��°�\���	ª̂ �́ª̂ ¢���̄5�º̈\¥̂ �Q¢����Q����	¥F�Q¢���§¦̄Q�Q�£ª̂ �̈�$������ª̂ ¢���ª�µw�0¢��\�Q¢���ª̂ ¢���̄Q�0̈�¥0�Q¢����Q�������Q�\©0�Q��¹�1��¶���½*�������	ª�́t̄Q�0¤¦�0¢�§³̈\©Ã́�¢��0µ�¤¦�Q� �̄ª̂ ;̈µi�����0¤³¥F�Q�tµF·À���\��±ª̂ ���Á¢�¶�¤¦�Q�	ª�̈\�+�)Ï�����ª̂ ��������©0¢±ª̂ �́�;̄5�0¤³�0¢�§¦̈�©�́�¢��0µ�¤¦�Q����¹Æi�0¢ �5ÉZª̂ ��́�¤¦��½0�°�\�̧ \́¢��0µ�¤¦�Q� �̂  �̄Q�0¤¦�º¢�§¦̈�©v�°�\�£©0¢±ª�́\�+�1§¦�°��×�¥F�¥b�5¢��°§¦̄Q�5��½º�~���0�1̈+§¦̈�Æ)§¦©0¶�¢�� ��½b§¦�̧ �QÚF¶�§¦¥bª̂ ¤¦�Q̈0�������°�\��́\¢��ºµ\¤³�5��̂  *̄Q�0¤³�0¢�§¦̈�©+�°�\���	ª�́$�1§¦����×�¥F��ª̂ ¢���ª̂ ��½Z�1�\§³̄Q��§¦��ª�¤¦���+��¢±ª̂ �1̈§³̈�Æ)§¦©0¶�¢�� ��¹��1�����iª��±ª�����¢�¶�̄5�°¶\¢���¶��~�Q�� u�0¢����0¤³¥F§¦�̈©;�°�\��́¢��0µ�¤¦�Q� §¦�Vª̂ �M q�0¤¦¤¦�º�1��¹�,��Q¢���§³̄5�Q� ª̂ ¢��£¢��Q́\¢��Q���5̈F�°�5��µF·�ª̂ ���0����¹Å Á̈ª̂ ���0�Ë�̂  *��·F́���¥b�5¢��°�5É���ª̂ ��ª�̄Q�0¤³�0¢�ª̂ �1§¦���£§³̈\���Q¢�̈�ª̂ ¤\�~�±ª�����¹
�à̈¾Æ)§³©0¶\¢�� ��½.-̂ Þº½.-���½/-� �ª̂ �̈�0- �.ª̂ ¢��v���\�v̄5�º¤¦�0¢���¹



C1 C2

randomize C2
vertex1 vertex2 vertex1 vertex2

Æ)§¦©0¶�¢��� � �1�\��¢���ª̂ Q̄��§¦�0̈/¢�¶�¤¦�� q�0¢)������©0¢±ª̂ �́��̄Q�0¤³�0¢�§¦̈�©Î�~·b�~�°�5�

�1����¢���ª�̄5��§³�0̈A¢�¶�¤¦�+ª̂ \̈� �)Ï��h�°�.���0¤¦¥F��������́�¢��0µ�¤¦�Q�4ª̂ ¢���~�����1̈�µi�Q¤¦�0�/¹��1�\�Á�º̈\¤³·�¢���ª̂ Q̄��§¦�0̈ ¢�¶�¤¦��§¦�	§¦¤³¤¦¶��~�°¢±ª̂ ���Q��§³̈ª$©0¢±ª̂ �́��§¦̄�ª̂ ¤� q�0¢�� §¦̈�Æ)§³©0¶\¢��( �¹À�1�\§³��¢�¶�¤¦��¢��� q�Q¢����0̈�¤¦·À����²����̈��Q§¦©0��µ\�º¢�§¦̈�©�¥b�Q¢���§¦̄Q�Q��ª̂ �̈�I�����Ã�Q��©0�Àµ��5�°�̧ �Q�5̈��°�\�Q�Á½ª̂ \̈�Ã̄5��ª̂ �̈©0�Q�������	̄5�0¤³�0¢��̂  £�0̈����̂  £������¥0�Q¢���§³̄5�Q��¢±ª̂ �̈�\�º��¤¦·b¹�1�\����� �$�̂  ¡������¢�¶�¤¦��̄Q�0̈��±ª̂ §¦̈¾�����+́�ª̂ ���°�5¢�̈�� � ¥b�5¢��°�5ÉmÞ/ª̂ �̈�¥��Q¢����QÉ ��¹�����ª̂ �̈������ª̂ ¢���¥bª̂ ¢�§«ª�µ\¤³�5�£�°�$µ����	ª̂ ��̄Q���Q�$���������5̄�º¤¦�0¢����̂  £¥0�Q¢����QÉwÞ�ª̂ �̈��¥F�Q¢����QÉ ��¹��1���Q¢��	§¦��ª$¤³§¦̈�Í¾µ��Q�à�̧ �Q�Q̈�����£ª̂ ���0����½�ª̂ �̈�	�°�\§³��¤¦§¦̈�Í�¢��Q́�¢��Q�~�Q̈����*�����£�Q�\©º��µ��5�°�̧ �Q�Q̈������¥��Q¢���§³̄5�Q��¹S�1��¶���½�¥F�Q¢����QÉwÞ�ª�̈\�$¥b�Q¢����5É �v̄�ª̂ $̈�0̈�¤¦·��	ª̂ ��̄Q���°���¥��Q¢���§³̄5�Q���°�iª�����ª̂ ¥̂ �	ª�¤¦§¦̈�ÍÃµi�Q���̧ �Q�Q̈A�����Q�Á¹�Ø ���Q̈;ª$¢���ª̂ ̄¬��§¦�0̈.�b̄5̄Q¶�¢���½Z������§¦̈����Q¢~̈�ª̂ ¤m���±ª������̂  )���\�/ª̂ ���0�Ë���iª��£�	ª���̄5���Q�¥��Q¢����QÉmÞ�§³��¢��Q�1¢�§¦���°�5̈S¹.�1��ª̂ �/§¦��½M������̄Q�0¤¦�º¢�����ª̂ ���¡ª̂ ���QÚF¶�ª̂ ¤�������Îµi� u�º¢~�v������¢���ª�̄5�°§¦�0̈$µi�Q̄Q�0���Q�£�5Úb¶�ª̂ ¤S�°���
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v1
v3 = V1
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frustration =
0.002(increased
once)

v1

v3
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v4

v2

c1

c3

c1

c2
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0

1 0

frustration' = 0.106
(increased — doubled)

v1

v3

v5
v4

v2

c1

c3

c2

c2

c1

1

1
1

frustration' = 0.001
(initial value)

Case 1

c2 is randomly selected
for pattern C3.

c1 is randomly selected
for pattern C3.

o' – f' = 0 + 1 + 0 – 0.001 =
0.999 < o – f = 1.998.
No reaction occurs.

o' – f' = 1 + 1 + 1 – 0.001 =
2.999 > o – f = 1.998.
Reaction occurs.

o = 1 + 0 + 1 = 2.

Case 2
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USA Mainland Map
DSJC125.1 (A DIMACS benchmark)
Leighton 5d (A DIMACS benchmark)
Leighton 5c (A DIMACS benchmark)
Ideal performance
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Ideal performance
N = 12
N = 14
N = 16
N = 18
N = 20
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DSJC125.1, 6 colors
DSJC125.1, 5 colors
DSJC125.5, 18 colors
Ideal performance
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���0�¸µ�ª^¤«ª^¨�¯Q�Q� �%��¹¦ÞÎ�~�Q¯ � ;�¹ ���~�Q¯
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